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Introduccidén

Vamos a:

» Introducir un nuevo modelo muy general y flexible.

» Ver como explotarlo para aproximar el estado de un
fendmeno que evoluciona.

» Ver como estimar sus parametros desconocidos, si los
hubiera (“identificacién” en la jerga de los ingenieros,
“estimacion” en la de los estadisticos).



Ecuacidon de estado - |

» Consideramos un fenémeno descrito por un vector de
magnitudes (el “estado”, a¢), en principio inobservable
directamente, que evoluciona en el tiempo de acuerdo a:

ottt = Tro + Rmy (1)

> Las matrices T; y R; se suponen conocidas y
nt ~ N(0, Qy).
» Las perturbaciones n, se suponen independientes en el
tiempo:
Elnknj'] = Qkdy;.

Ecuacién de observacion

» Podemos observar un vector y; que se genera como
Yt = Ziat + €t (2)

» Se supone €; ~ N(0, H) y conocidas las matrices Z;, H;.

> Las perturbaciones ek se suponen independientes en el
tiempo:
Elekej’] = Hidyg.

Adicionalmente, supondremos para todo j, k (incluso
cuando j = k) que:

Elexn;1 =0

Ecuacién de estado - |l

» La propiedad markoviana (dependencia ultimo retardo) no
es una limitacién.

» Si oy fuera un escalar, el modelo tendria “memoria de
pez”...

> ...pero es un vector que puede a su vez incorporar
retardos.

» Por ejemplo, oy puede ser un vector formado por las
cantidades de agua (desconocidas, en principio)
evaporadas sobre una region en los Ultimos siete dias.

Inicializacion

» En el momento f = 1 supondremos que
a1 ~ N(aq, Py); (3)

supondremos ademas que a1 €s independiente de e; y de
nt-

» Alternativamente, podemos suponer el estado inicial a4
fijo y conocido.

> Aln otra alternativa es suponer incertidumbre total acerca
del estado inicial a1, tomando Py « [ - .



En resumen. ..

A1

Ejemplo

Y=

(IN):

Qo t1
a2 41
Qa3 1
Q4 t+1
Qa5 t+1
Q6 t+1

€1t
€2t
€3t
Vit
Vot

Va3t |

Tia: + Rimy (ecuacion de estado)
Ziog + €4 (ecuacion de observacion)
N(0, Q¢)

N(0, H;)

N(a1, P1) independientemente de mn, € Vi

Observamos posicién y velocidad
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(ecuacion de estado)
T 1 0 0 0 0 0] ot T [ €1t ]
01 0O0O00DO0 oot €t
o 0 01 0O0ODO o3t n €3t
0 00 1O0DO 04t €4t
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(ecuacion de observacion)

Ejemplo (I)

No conocemos el vector a; de tres coordenadas que
proporcionan la posiciéon de un mévil en un sistema de
referencia tridimensional.

Podemos contar sin embargo con observaciones de un
receptor GPS que nos proporciona dichas tres
coordenadas con error.

Si tenemos mas informacién sobre el mévil, podemos
incrementar la dimensién del vector de estado con
velocidades, aceleraciones, etc.

Idea esencial: conjugar observaciones y estructura del
problema para estimar el estado.

Ejemplo (lll): Observamos sélo posicidn

|
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Q2 t41 o1 0010 0 -1 O ot
03,141 0 010O0T1T O o -1 o3t
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(ecuacion de estado)
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(ecuacion de observacion)
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Modelo de regresion lineal con parametros fijos

» Si hacemos

Bty1 = 18t +0nt
Yi = Xi'Bi+er
tenemos un modelo en espacio de estado con a; = 8y,
T; =1y R; = 0. El estado no pueda cambiar.

» Podemos inicializar mediante ay = 81 ~ N(0,/- 0), y
obtener MCO procesando una observacion cada vez.

» Aunque los parametros sean fijos, 3; cambia con t (¢, por
qué?).

Modelo estructural de nivel aleatorio

> Supongamos

Mty = Mt + Mt
Yo = prtet
Supongamos w1 inicializado convenientemente,
nt ~ N(0, Qt) y €t ~ N(0, Hy).

> se interpreta como nivel aleatorio en torno al cual
fluctda ;.

» En el espacio de los estados,

prr1 = lpe+me
Vi = lpt+e,

esdecir, i =1y Z; = 1.

Modelo de regresion lineal con parametros variables

» El mismo modelo anterior

Bty1 = 1Bt+m
Vi = X{Bt+ et
con aq = 31 ~ N(0,I- ) y la matriz de covarianzas

Var(n:) = Q # 0 seleccionada convenientemente, da un
modelo de parametros variables.

» En lugar de tomar una distribucion difusa para 34
podemos emplear 31 ~ N(u, N); ello permite dar entrada a
informacién a priori sobre 3 que podamos tener.

» Otras posibilidades: Q; puede no ser fija, para permitir
diferentes grados de variabilidad de 8 en diferentes
momentos.

Modelo MA(Z) Vi=rv;+ 011 + Oovp_o

Una posible representacion en espacio de estado seria:

Vet 010 Vi
91Vt+1+921/[ = 0O 0 1 91I/t+921/1_1 +

(921/{+1 0 0O 921/[

”
01 | vy
0o

(ecuacion de estado)

Yt
4 [1 0...0] | 61vt + Oovi_q

Oovt

(ecuacion de observacion)



Modelo ARMA(2,1): y; = ¢1V¥i-1 + ¢doYio + vt + 0114 Modelo de regresion con perturbaciones ARMA.

Sea Y = X0 + u, siendo us = a4 1 una sucesion ARMA (por

Una posible representacion en espacio de estado seria: simplicidad suponemos AR en lo que sigue). Basta “apilar” la
dinamica de los errores y la de los parametros de la regresion
[ Vit ] _ {9251 1][ Yt }4_[1}%1 5= oy
G2yt + 010411 2 0 G2Yt—1 + 01t N
(ecuacién de estado) ot . T 0O QA n K
St | — |0 || 641 0
_ [ Vi } (ecuacion de estado)
o = G2Yt—1 + 01t
Ot |
(ecuacién de observacion) o = [Xf, 10 0] [ at
(ecuacién de observacion)
Ventajas de la modelizacién en espacios de estado Inconvenientes de la modelizacidén en espacios de
estado

» Analisis estructural. Componentes de interés como

tendencia, ciclo, estacionalidad se modelizan, no se - . . .
» Practicamente ninguno: casi en cada aspecto, mas util y

ncelan. . .
cancela potente que la metodologia Box-Jenkins.
> Ventaj m ional ran generalidad. . .
€ tajasl ?0 putacionales, gran ge .e, alidad » Requiere pensar sobre la forma de la ecuacion de estado:
> Separacion del modelo de observacion y del modelo del no es un “calcetin para todos los pies.”
fendmeno. . - .
e, 9 eno _ . » Veremos no obstante calcetines genéricos que convienen
» Facil tratamiento de observaciones faltantes. a muchos pies.
> Facil extension a series multivariantes. » No hay un método mecanico para identificar modelos
» Facil extension a series irregularmente espaciadas. (pero tampoco lo hay en Box-Jenkins cuando las series
> Fécil incorporacion de variables explicativas. son multivariantes).



Convenios notacionales

» Consideraremos series temporales, en general vectoriales,
de las que poseemos una muestra finita [y1, ..., ¥T].

def L )
> Y = [V1,..., Y] es la seccion de la serie temporal desde

el comienzo hasta y; inclusive.

Distribuciones condicionadas en la normal (Ib)

» ;De donde sale el resultado anterior?

» Es preciso hacer el cociente entre la densidad conjunta
f(X1, X2) y la marginal

f(Xo; My, Xo2) = 1 1 g 2(Xe—m2) 227! (Xp—my)
(2m)9/2| E222

» Al simplificar términos, hay que tener presente la identidad
Z| = [Z41 — Tq2Z22 ' X122
que resulta de tomar determinantes en la identidad:

I —TpZn ']y I 0] _[Z11—Z¥2 'y 0
0 I —XZy ] 0 T2

Distribuciones condicionadas en la normal (la)

» Consideramos un vector X particionado en p+ g
componentes cuya distribucién es:

X m > <}:11 212”
X = ~N ,
<X2> [( my 3y X
» Entonces, X1|X2 = X2 sigue una distribucién normal

multivariante, con vector de medias y matriz de
covarianzas dadas por:

E[X1|X2 = x2] my + X125 (X — mp)
Var(Xi| X2 = X2) = 41— XT12Xp0 oy

Distribuciones condicionadas en la normal (Ic)

» Intuicion: ;Que relacién hay entre X411y
Var(X1| Xz = X2) = X471 — 12X ' X217?

¢, Cuando seran iguales?

» Claramente, cuando X 12 sea un bloque de ceros. ;Qué
implica esto en una distribucion normal multivariante?

» ;Podria acontecer que
Ti1— T12%0n 'Toy > Ty

en que > significa “mayores elementos en la diagonal
principal”?



Distribuciones condicionadas en la normal (ll)

» Si X esta particionado en p + g + r componentes y las
ultimas g y r son mutuamente independientes, tenemos:

Xi my 211 X2 X3
X=|Xo| ~N|[m] | X2 X220 O
X3 m; 331 0 X33

» Entonces, X1|(X2, X3) = (X2, X3) tiene el vector de medias:

E[X1|X2,X3] =

=m + (Z2 Xq3)

LDl R

0 333~ X3 — M3

pXP)
T P

El filtro de Kalman

» Dados

a; : E(at|Yi-1)
P: : Var(at|¥i—1) =E ((cr — ar)(cu — ar)'|V1—1)

¥t : Observacion en t

proporciona a+1 = E (at4+1|Yt) Y Pry1 = Var (ag1|V1).
» Procede de manera recursiva.

» Como a1 €s normal, ar1 = E (ag41|Yt) Y Pryt
completamente especifican lo que podemos saber acerca
de su distribucion con la informacién disponible en t.

Distribuciones condicionadas en la normal (lll)

» La matriz de covarianzas condicionada es por su parte

Var(X1 |X2, X3) =

o ! 0 ) XTY
=X — [ pX
11 [X12 Xq3] [ 0 P >
=11 — T1a¥p 'Zqo) — Ty3¥a3 ' Eq5’

> El resultado se generaliza de manera obvia.

El filtro de Kalman (ll)

» En virtud de los supuestos,

[ at| Vi1 ] N [ a; ] { Py P:zZy ”
Yt|Vi—1 Ziar || ZtPr ZiPiZy + H:
» Por tanto,

E(culYt) = ai+ PiZ{(ZiPiZd + Hy) ' (v — Ziar)
Var (at|Yt) = Pi— PiZy (ZiPiZy + Ht)qztpt'

> Las dos ecuaciones anteriores recogen la actualizacién
por medida (measurement update).

|



El filtro de Kalman (1l1)

» Como

a1 = Trap+ Ry
Vi = Ziot+ et

conny ~ N(0, Q¢) y €t ~ N(0, Hy) tenemos que:
ai 1 =E(a1|Yt) = TE(at|dr)
Piy1 = Var(a1|Yt) = Var(Tiar + Ryt Vt)
= T¢Var (a,]y,) Tt, + RtQth,

> Las dos ecuaciones anteriores recogen la actualizacion
temporal (time update); no hacen uso de nueva
informacion.

El filtro de Kalman (V)

» Reordenando la primera de las expresiones anteriores,

a1 = Tiar+ TPiZi (Zi P2y + Ht)71 (yt — Zrar)
= Tiat + Ki(yt — Ziar)

en que K; = T}P:Z (Z:P: 2y + H,L)_1 se denomina matriz
de ganancia.

» La segunda por su parte proporciona:

Piy1 = TP Ty — TiPiZ (ZiPiZi + Hy) ' ZiPY Ty + RiQ:RY
= TtPtLt, + RtQth,

en que Li =T — KiZ;.

El filtro de Kalman (1V)
» Tenemos por tanto:

a1 = E(am1|Yt) = TiE (| W)
Var (at+1 \y,) = TtVar (at|yt) Tt/ + RtQth,

P4

E(oulYi) = ar+ PiZ{(ZiPiZd + Hy) ' (y: — Ziar)
Var (at]yt) = P;— Ptzt,(thtZt, + Ht)71tht,

» Sustituyendo estos valores en las igualdades previas:

a1 = Tilar+ PiZi (ZePiZy + Hy) ' (vt — Ziay)]
Piv1 = TP — PiZ{(Z;P:Z + Ht)_1tht,] T + RtQ:Ry’

Actualizacion temporal y por medida

a1 = Tilar+ PiZd(ZPeZy + Hy) "' (vt — Zeay)]
Piv1 = TilPt— PiZ{(ZiPiZ( + Hy) ' ZiP{ITY + ReQiRy’

N 7
Opjt—1 | Ot Ottt | Ot t4+1
Ca) | " (—am)
\\_/
™ I

A~ A~

241 ZV Tige | Eeaae
(= Pr) (= Pt4+1)
\\/

t t+1




Ejemplo: Modelo estructural de nivel aleatorio - |

> Supongamos

mep1 = Tipe + By me "~ N(O, Q)
Vi = Zipt+ € er = N(0, Hy)

» Modelo en espacio de estadocon T; = R; = Z; = .
» Elfiltro de Kalman actualiza a; de acuerdo con la

ecuacion:
a1 = Tar + TPZ/(ZiPiZ! + Hy)~ ' (y: — Ziay)
a1 = a + Pi(P¢+ Hy) (vt — a)

> Intuitivamente atrayente: ;A qué se reduce en el caso de
un paseo aleatorio univariante?

Caracteristicas del filtro de Kalman - |
Ecuaciones del filtro:

a1 = Tiar + Ki(y: — Zrar) (4)
Piv1 = TPl + R:Q:R/ (5)

Las expresiones (4) y (5) permiten actualizar a;+1 = E (at+1|¥t)
y su matriz de covarianzas P¢11 = Var (at4+1]yt) cuando se
dispone de la nueva observacién y;. Se trata de un filtro lineal.

Ejemplo: Modelo estructural de nivel aleatorio - I

iid

Mep1 = Tipe+ By ne = N0, Qy)
id.

Vi = Zipt+ € et "= N(0, Hy)

» La actualizacién de P; viene dada por:
Pii1 = TtPiLy + Ry QiRY = TiPy(T: — KiZ;)' + R QiRY
» En nuestro caso,

Piii = TiP(T: — KiZ:) + R:Qy
= Pt(/ — Kt), + Q¢

» También intuitivamente atrayente. ;A qué se reduce en el
caso de un paseo aleatorio univariante?

Caracteristicas del filtro de Kalman - |l
Ecuaciones del filtro:

a1 = Tiar + Ki(y: — Ziar) (6)
Piv1 = TPl + R:Q:R/ (7)

La ecuacion (6) da a1 como un promedio ponderado de o y
la innovacion:

(vt — Zrayr)
En Economia suele hablarse de modelos de correccion de
error.



Caracteristicas del filtro de Kalman - Il
Ecuaciones del filtro:
a1 = Tiar + Ki(yr — Zrar)
Pt+1 = TtPtLt/ + RtQth/

Salo el ultimo valor de a; hace falta (“propiedad markoviana”) e
interviene de modo lineal en la generacién de a; 1. Se trata de
un filtro lineal y finito-dimensional.

Caracteristicas del filtro de Kalman - V
Ecuaciones del filtro:

a1 = Tiar + Ki(y: — Zrar)
Pt+1 = TtPtLt’+RtQtR1/

Para calcular P11 no se requiere y;; la sucesion completa de
matrices P puede calcularse desde el principio.

Caracteristicas del filtro de Kalman - IV
Ecuaciones del filtro:
a1 = Tiar + Ki(yr — Zrar)
Pt+1 = TtPtLt/ + RtQth’

La matriz
Ki = TtP1Z( (ZtPiZ( + Hy)

cambia a lo largo del tiempo, incluso si T; = T constante
(porque Py va variando). El filtro es temporalmente variable
incluso aunque la dinamica del modelo sea invariante en el
tiempo.

Caracteristicas del filtro de Kalman - VI
Ecuaciones del filtro:
a1 = Tiar + Ki(y: — Ziar) (8)
Pt+1 = TtPtLt/ + RtQth, (9)

La ecuacion (9) es una ecuacion de Riccati.



Caracteristicas del filtro de Kalman - VII
Ecuaciones del filtro:
a1 = Tiar + Ki(yr — Zrar)
Pt+1 = TtPtLt/ + RtQth/

Cuando las distribuciones son gaussianas, los momentos

ary1 = E(aty1|Yt) ¥ Pry1 = Var (a41]Ye) las especifican
completamente. El filtro de Kalman es una regla que actualiza
la distribucién del estado a lo largo del tiempo.

Cuando no hay normalidad, trasladar los momentos no es
suficiente y se ha de recurrir a alternativas (EKF, UKEF, filtros de
particulas. . .).

Tratamiento de datos faltantes (ll)

» Si el vector y; es inobservable en su totalidad, hacemos en
el filtro una actualizacién temporal (time update) sin
medida (measurement update).

» Tenemos entonces:

a1 = Tiay
Pt+1 = TtPtTt’-i-RtQth’

» Es equivalente a hacer la innovacién igual al vector de
ceros,ylagananciaKi =0 (= Li=T; — KiZi = Ty).

Insertar sesion practica N1 aqui.

Tratamiento de datos faltantes (l)

» iNo hay que hacer nada especial!

> Sien
aty1 = Trar + Ry (ecuacion de estado)
Vi = Ziai+ € (ecuacion de observacion)

falla la observacién de parte de y;, simplemente ocurre
que la matriz Z; “encoge”.

» Todas las formulas del filtro se aplican igual, con la Z;
“encogida”.

¢, Y si no hay normalidad?

» Hemos supuesto normalidad en los ruidos, y el filtro ha
resultado ser lineal.

» La linealidad ha sido una consecuencia de la normalidad.

» Podemos prescindir de la hip6tesis de normalidad e
imponer linealidad en el filtro.

» El resultado, como comprobaremos, es idéntico.

> La obtencidn alternativa contempla un modelo algo mas
general.



Nuevos supuestos:

» Introducimos inputs deterministas u; en la ecuacion de

estado:
a1 = Tiop+ Biug + Rimy (ecuacion de estado)
Vi = Ziop+ et (ecuacion de observacion)

me X(0,@); &' (0.H);  Elneer] = St
a1 ~ (a,Py) independiente de m, e Vi

» La restriccién de normalidad ha desaparecido; ademas de
introducir u inputs admitimos covarianza S; entre ruidos.

Prediccion lineal (Il)

» Problema: aproximar un vector v € V por un vector en
H c V. Provisionalmente, V de dimensidn finita.

» En el espacio V (y por tanto en H) hay definido un
producto interno < .,. >y consiguientemente una norma,

v[P=<v,v>
» u < H sera la mejor aproximacion de v si

v — | = min |v — a||?
acH

» Claramente, solucién dependiente de < .,. >.

Prediccién lineal (I)

» Desarrollaremos un nuevo método para obtener el filtro de

Kalman.

> La teoria de aproximacién lineal puede ser aplicada a
nuestro problema.

» Presentaremos la teoria en un caso simple y conocido,

extendiéndola después a nuestro problema.

» Ventajas: mejorar la intuicion, pensar las cosas una séla

vez.

Prediccion lineal (lla) - Digresion

» Un producto interno de H x H en R debe verificar:

uve H ,<uv>cR
uve H . <uv>=<v,u>
ue H .<uu>>0<uu>=0=u=0
uv.we H

,<au+ BV, w>=<au,W >+ < [V, W >



Prediccion lineal (Ill) - Proyeccién

» Consideremos el producto interno ordinario
<W,Z2>=W2zZ = wiz1+...+ Wp2p
» Asociado al mismo estéa la norma euclidea ordinaria:

12| = +V/<Z,Z> =+\/Z2+ ... + 25,

distancia al origen de z visto como un punto en RP.

Prediccion lineal (V) - Condiciones de ortogonalidad

» La mejor aproximacion u € HcC Vde v € V enlanorma
inducida por <, > verifica:

<v—uw>=20

para cualquier w € H.
» Se expresa lo anterior asi: (v —u) L H

» Si H generado por los vectores columna de X, la mejor
aproximacion u € H puede expresarse u = X3y ha de
verificar:

(v—XB) LH & (v-XB8)X=0 = B=XX)""Xv

(ecuaciones normales).

Prediccion lineal (IV) - Geometria problema

Prediccion lineal (Va) - Condiciones de existencia

» Estamos suponiendo que la mejor aproximacién
u € H C V para cualquier v € V existe.

» No necesariamente ha de ser el caso.

» llustracién: ¢ Existe el nimero racional que mejor aproxima
w?

» Hacer el argumento anterior estanco requiere condiciones
sobre el espacio de trabajo.

» Mencionaremos brevemente lo que se requiere. En la
practica son cosas que no necesitan preocuparnos.



Prediccion lineal (V) - Procesos estocasticos

» Las condiciones de ortogonalidad se han ilustrado en un
espacio con un producto interno (y norma) conocidos.

» Nada en el razonamiento previo esta asociado a un
particular espacio o producto interno.

» Podemos hacer uso de lo precedente en un espacio y con
un producto interno adecuados al problema de prediccién
lineal en procesos estocasticos.

Prediccion lineal (VIII) - Procesos estocasticos

» El problema de prediccion minimo-cuadratica de y;
haciendo uso de informacion hasta t — 1 puede plantearse
como:

. 2
min —-u
Jmin ye—u]

» La discusion anterior muestra que la solucién u debe

verificar:

We—u) LY = E[(yi —u)zs] =0 Vzs € V4

Prediccion lineal (VII) - Procesos estocasticos

» Sea V el espacio generado por las {ys}t__ .y Hel
generado por {ys =1 _ (hemos designado H

S=—00

anteriormente como );_1).

» Por simplicidad supondremos procesos univariantes
centrados. Definamos en V (y en H) el producto interno:

< Ym,¥Yn > = E[ymyn]

» Ejercicio: Comprobar que se trata de un producto interno
bien definido.

» La norma asociada es,

lysll® = ElyZ] = Var(ys)

Prediccion lineal (XI) - Procesos estocasticos

» Si tuviéramos una base de );_1, podriamos escribir

[ee]
u= Z Cszt_s.
s=1

» Particularmente comodas las bases ortonormales. Si
E[zmz,] = 0 param # ny E[z2] = 1 para todo n,

El(yi—u)zs] =0 = Elyizs] - >  ckE[zi42s] =0
k=1

» De la dltima igualdad,

ck = Elytzi—«]



Cojamos aliento. .. Innovaciones

> Sea {y:}7°, una sucesion aleatoria gaussiana.
» Se obtiene {y;} incorrelada por ortogonalizacion a la

» El problema de la 6ptima prediccién lineal (en sentido Gram-Schmidt:
m.c.) puede ser elegantemente formulado como la
busqueda de una proyeccion. Vo = Yo— Ely]

» Facilita las cosas disponer en el espacio sobre el que se i = y1—EWi|do]
proyecta de una base ortonormal, o al menos ortogonal. .

» Podemos obtener la mejor prediccion lineal m.c. de a;; 1 . _
proyectando sobre ). o= yi— EyViA]

> {J1}32, es la sucesion de innovaciones asociada a {y:}:°,,.

Las innovaciones estan centradas Las innovaciones estan incorreladas

» Recordemos que,

EX X] = EY E XY = Yigs
A { xivIX] ]} > Supongamos, sin pérdida de generalidad, t > s. Entonces,

en que el subindice denota la distribucion respecto a la o .
que se integra. Elj1ys] = El(yt — Elyt|Vi-1]) sl

» Consecuentemente, > (v — E[yi|)r_1]) es ortogonal a Vy_:

EW] = Evo { Eviy Vel > Js € Vit
» Ely:|):—1] es la proyeccion de y; sobre V;_1.
= Ey { Eviy e — EDy IV 11lVea1}

= 0.



Las innovaciones forman una base ortogonal del Varianza del error de prediccion
espacio generado por {y:}:, » Descomposiciones alternativas, quiza finitas:

Vo= akéek  Ye=Y bk -+

» Descomposicion de Wold procesos estacionarios k=0 k=1
regulares: L
» Descomposicion mixta finita frecuentemente buena
Yi= Z akSt—k aproximacion (fundamento modelizacién ARMA):
p
» El espacio que generan las &; es el mismo que generan las
pacto aue g < aued Y= bk + Y akbik +&

observaciones y las innovaciones:

V=V =% » La descomposicion MA permite calcular faciimente la

i , varianza del error de prediccion:
» Consecuentemente, serd equivalente proyectar sobre uno

0 sobre otro. m—

Var yt|f m Z akaé Z

El desarrollo anterior no es formal. . . Obtencidn alternativa del filtro de Kalman (I)

> ...pero puede hacerse que lo sea.

» Con procesos “sin comienzo”, {y:}__ }, el espacio sobre > Recordemos,
el que se proyecta es infinito dimensional.
» Necesitamos que sea completo (contenga todos los limites atyr =  Tiap + Brup + Rymy (ecuacion de estado)
de sucesiones de Cauchy). Vi = Ziog+ €t (ecuacién de observacion)
» Marco adecuado de andlisis: espacio de Hilbert (espacio
vectorial con producto interno, completo respecto a la - iid. (0, Qp); e (0, Hy); Elnee'] = Sy

norma inducida por dicho producto).

» La descomposicion de Wold es valida para procesos
aleatorios estacionarios y regulares.

» Anderson, TW. The Statistical Analysis of Time Series,
Wiley, § 7.6.

a1 ~ (a,Py) independiente de m, e Vi



Obtencion alternativa del filtro de Kalman (ll) Obtenciodn alternativa del filtro de Kalman (lll)

E (at+1 |)~7t> =E(atq1|y1) +E (at+1 |j}t—1)
e N——

> Queremos obtener &yt—1 = a = E (| V1) (1) 2)
Consideramos procesos centrados.

> Vi 1=V_1 y podemos proyectar sobre este ultimo
subespacio

» Consideremos (1):
. E (cur4171) = cov(auyt, Jo)lcov(§, J1)] 7' 1t
E(at|Yi—1) =E (at|yt—1) ;
» En virtud de la ortogonalidad, > Sea Xyt = E[(er — ar)(cr — ar)']. Como
cov(ay1,¥1) = cov(Trar + Brup + Reme, Z(a — @) + €t)

E (@es1[Fr) = E(arali) + E (arp|Fr1) — E([Teou+ Rent — TeE[ou]|[Z(cut — ar) + ed])
= E[Tiat(or — at)'Zy + Rimreq]
= E[Ti(ct — a)(ct — a)'Zt + Binrey]
= TiZyt_1Zt + RSt

» Cf. Anderson-Moore, Optimal Filtering, § 5.4.

E (cur41|¥t) = (TeZ4e—12Zt + ReSt)[cov(¥1, Y1)~ ' i

Obtencidn alternativa del filtro de Kalman (IV) Obtencidn alternativa del filtro de Kalman (V)
E (ar1|Pt) = E(ors1|¥t) + B (et Vi1 E (at+1 |57t) =E(at1|§t) +E (at—H |57t—1>
( > ———— ( ) T’ N ,

(1) 5 @)

E (cr41|¥t) = (TeZae—12Zt + ReSt)[cov(¥1, ¥1)] ' ¥t
» Examinemos ahora (2):

E(astFet) = &upnjeor = Tedu1 + Bru
» Por otra parte, t+1|Ve—1 t+1)t—1 = Ttéqjr—1 + BrUy

cov(¥t, Vi) = cov(Zi(at—at)+et, Zi(ag—at)+et) = Z4 X112 +H,
(¥ 31) (Zrler—ar)ter, Zi(ar—ar)ter) st » Reemplazando las expresiones de (1) y (2):

» Reemplazando en la expresion anterior tenemos: . i
E (a,+1 \y,) = (TeZq—1Zt + ReSt)(ZiZ 1112 + He) 't +

E(awlt) = (TeZgi—12Zt + ReSt)(ZiZp1—1Zd + Hr) 'Vt TiGurye—1 + Bruy

» Ello da cuenta de (1).



Obtencion alternativa del filtro de Kalman (VI)
> La dltima expresion puede simplificarse::

E (Ott+1 |3~’t) = (TiZqt—1Zi + ReSt)(ZiZqp—1Z + H) ' 91 +
—_— —
a1
Ttéeqt—1 + Bruy
= (TiZgt-1Zt + ReSt)(ZiZg1—1Z + Hy) ' (vt — Ziar)
+  Tiéyr—1 + By
= Tia; + Bius + Kt(yt — Zta,)

con K; = (T,Z,|,_1Zt + RtSt)(Z,}:,|,_1Zt’ + Hf)_1.

» Cuando S; =0, K; es la matriz de ganancia aparecida
anteriormente.

» Si B; = 0, la actualizacién de a; es también la que
teniamos.

Obtencidn alternativa del filtro de Kalman (VIII)

» Consecuentemente

Piy1 = El(at1 — @p1) (g1 — @111)]
= (Tt — KtZt)Py(Ty — KiZt)' +

Q S R/
(Rt - Kf) <St Ht) <_Kt/>

» En el caso en que Sy = 0, este resultado es igual al
obtenido anteriormente. Basta sustituir en la expresién
anterior

Ki = TyP1Zy(Z;P1Z; + Hy) !

» Ejercicio: Verificar la afirmacion anterior.

Obtencion alternativa del filtro de Kalman (VII)

¢, Cémo evoluciona la matriz de covarianzas del estado?
Restando las dos igualdades siguientes,

oty = T+ Brug + Ry
a1 = Tiar + Bur + Ki(y: — Ziar)
tenemos:
g1 — a1 Ti(ct — at) + Ry — Ke(yt — Zrar)

= Ti(at— at) + Rint — Ki(Ziot + €1 — Ziar)
= (Ti — KiZt)(at — at) + Rint — Kiet

Fuentes de series temporales

Sesion practica N2 aqui.



Modelos estructurales basicos (BSM) Modelo de nivel local

> Apareci6 ya como ejemplo.

- . . : > Tien r expresion:
» Una familia de modelos muy simples, faciles de interpretar ene por expresio

utiles en la practica. iid.
y. . P ., . . . e = T+ By me X N(O, Qy)
» Nivel local (“local level”), tendencia lineal local (“local linear il
trend”) y modelo con estacionalidad. B = Ht+ €t er ~ N(O,Hy)
» Trabajo seminal de Harvey (varios libros). Un tratamiento > Las términos en verde son la unidad (caso univariante) o
moderno en Durbin-Koopman (2001). matrices unidad.
» En el caso univariante, sélo dos parametros: Q¢ = o, y
H; = o..
Modelo de tendencia lineal local Modelos estructurales como ARIMA’s (l)
> Tiene por expresidn (caso univariante):
yo = bBrte » Modelos estructurales pueden escribirse como modelos
Bter = Be+or+m ARIMA en forma reducida . Ver Harvey(1989), p. 54-55.
dtp1 = Ottt » La forma reducida incorpora restricciones implicitas en los
, parametros.
» El “estado” esta formado por (8; ;). e o )
_ o » Las restricciones son una ventaja si “nos creemos” el
> La matriz de transicion del estado es: modelo: limitan el &mbito de la estimacion y permiten
<1 1> estimar con mayor precisién.
0 1

» En el caso univariante, sélo tres parametros: o,, 0, y o.



Modelos estructurales como ARIMA’s (Il)

» Ejemplo: Consideremos el modelo de nivel local,

Yo = prte
pe = pe—1+&

» Equivalentemente,
Vyi=Vui+ Vet = &+ Vet

» Es ahora facil calcular la funcién de autocovarianza:

~v(0) = Jg + 202 (1) = —o2 v(r)=0 Vr>2.

€

» ARIMA(0,1,1). Facil comprobar que —1/2 < 6y < 0.

Modelos estructurales como ARIMA's (1V)

» Utilizando
V2yp = bt + V& + Ve

se puede calcular:

v(0) = 20? + 602 + O’i
~(1) = —O'g — 4062
12) = of

v(r) = 0 VT >3

» Estamos ante un ARIMA(0,2,2) restringido.

Modelos estructurales como ARIMA’s (1)

» Ejemplo: Consideremos el modelo de tendencia local

lineal,
Yo = prte
e = -1+ B + &t
Bt = Br—1+ Yt
» Tenemos
VB = i
Vur = Bi—1+&
» Por tanto,

vzyt =VVus + v26t =Y+ VE&_1+ Vze,

“Dummies” estacionales (l)

» Cada periodo tiene asociado un efecto caracteristico. («4
=Trim. 1,...,aq = Trim. 4).

» Por ejemplo (estacionalidad anual, datos trimestrales):

¥i 1000 1 et
Yi+1 1100 0| | €t1
Yiro 1010 0™ €tt2
Yigz| = |1 0 0 1 0| |22 T |eys| =
Vita 1000 1] |2 €t+4

. . a4 :

> El “efecto estacion” en t es el mismo que en (t — 4)
» Redundancia de parametros.



“Dummies” estacionales (lI) “Dummies” estacionales (lll)

» Necesitamos poner esto en forma de modelo en EE:
» La ecuacion de observacion, _

ag,t
o Q. t
aq i = [1 1 00 0] Qo t + €t
i = [1 1.0 0 0] |az| +¢ ast
as [ 4.t
(&7} Qo t 1 0 0 0O _Ozo7[_1
Qo t 0 01 00O Qq t—1q
debe encontrar en la posicion superior del vector de az’t — looo0o1o0 aZ’H
estado a4, ap, ag, ag = de manera ciclica. 0437t 000 O 1 QS’H
» Podriamos también emplear una matriz de observacion 044:t 01 000 _oz4:t_1

variable, pero es mas complejo.
» La ecuacion de estado “recicla” los coeficientes

estacionales. Sensato imponer oyt = —aq 1 — apt — o3¢

“Dummies” estacionales (V) “Dummies” estacionales (V)

» Podemos hacer:

ao7t H . . “ .~ oy
a1t » Lo anterior supone estacionalidad “de pifion fijo”.

0 = |as; » Podemos hacerla evolutiva e integrarla con otras
componentes del modelo para obtener, por ejemplo:

Qg t
a4t
> C | 5n de estad q Vi = Bitairte
omo a4 = —aq — ap — ag la ecuacion de estado puede _ 5
escribirse asi: Bts1 Bt + 6t + i
Otp1 = O+t
100 0 0 o~
141 = —oqr—apr—ogi+ o
00 1 0 0 t+ B t t t+ ot
0iy1=10 0 O 1 0 | 6; Q241 = Qq¢
0 0 O 0 1 Qg1 = o2t
00 —1 —1 —1

> El estado estd formado por [ 6: ars oo agyl.

» Es facil ver que nos basta con un vector de estado de
dimension 4 (Tendencia + 3 dummies estacionales).



Modelo completo con estacionalidad

> Las ecuaciones de observacién y de estado son:

Bt
ot
Yt = [1 010 0] atq| + €t

a2

a3
Bt 11 0 0 O Bt 1 00
Ota1 01 0 0 O Ot 0 1 0| [n
TR = (00 -1 -1 —1| [as1|+ |0 O 1 [Vt]
Qfpq2 0 0 1 0O O Qo 0 0 Of |o¢
Q413 00 0 1 0 a3 0 00O

|dentidades trigonométricas

» Para el angulo suma se tiene:

sin(\jt+ ) = cos();)sin(A;t) 4 sin()\;) cos(A;t)
cos(Ajit + ;) = cos())) cos(Ajt) — sin(A;) sin(\;t)

0 equivalentemente:
[sin(x\j(t + 1))} _ [ cos(\)) sin()\j)] {sin()\jt)}
cos(Aj(t+ 1)) —sin(}j) cos(\)| |cos(Ajt)

» La matriz en el lado derecho de la ecuacion “traslada”
sinusoides de frecuencia \; del momento t al momento
(t+1).

¢, Que ocurriria con datos mensuales, semanales,
diarios...?

» Mismo principio: con datos mensuales, necesitariamos
12 — 1 elementos en el vector de estado.

» Con datos semanales, 52 — 1.

» Con datos diarios, 365 — 1 (y complicaciones adicionales
con los anos bisiestos).

» Vectores de estado tan grandes son poco manejables.

» Necesitamos forma alternativa de introducir
estacionalidad.

Estacionalidad: alternativa Fourier (I)

> Las ecuaciones de observacién y de estado son:

Bt
Yt — [1 0 1 ] 5t +€t

YA

Vt,2
Bt 11 0 0 Bt Mt
Stat _ 0 1 0 0 Ot n Ut
V41,1 0 0 cos()j) sin(X)| |71 wi
Veid.2 0 0 —sin()) cos(A)] [7te w2

» Se pueden emplear tantos armdnicos como sea preciso
con )\ =2xj/s,j=1,...,[s/2].



Estacionalidad: alternativa Fourier (ll)

> En la representacién anterior, salvo por el ruido,

] = [ o ]

» Son las identidades mencionadas: 7; 1, 7t 2 Son sinusoides
de frecuencia angular ).

» Solo ;1 interviene en la ecuacion de observacion, pero
7t,1 hace falta para describir la transicion.

¢ No es mas simple la primera representacion?

» ;Por qué no emplear siempre la representacién basada en
dummies?

» Sitomamos todos los armdnicos posibles, ambas
representaciones son equivalentes.

» La representacion utilizando sinusoides tiene la ventaja de
(quizd) un vector de estado mas pequefio.

» Permite ademas soslayar problemas como el de los afos
bisiestos.

Insertar sesion practica N3 aqui.

Estacionalidad: alternativa Fourier (lll)

» No es imperativo que nos limitemos a una sola
componente armonica.

» Cada sinusoide armonica da lugar a un nuevo bloque 2 x 2
en la matriz de transicion.

» Ejercicio: Escribir en detalle las ecuaciones de estado y
medida de un modelo de tendencia local lineal con
estacionalidades anual y semanal, y datos diarios.

El criterio maximo-verosimil

» Dada unam.a.s. xi,..., X, con densidad f(x; ) la
verosimilitud es:

L(0; X1, .., xn) = f(x1,. .., xa; 0) = [ [ F(x: 0)

vista como funcion de 6 dada la muestra.

» Estrategia intuitivamente plausible para seleccionar
estimadores.

» Buenas propiedades en grandes muestras bajo
condiciones muy generales (consistencia, eficiencia,
insesgadez y normalidad asintéticas).



Calculo de la verosimilitud con el filtro de Kalman (1)

» Con datos de serie temporal,
T

f(ya,. . ym:0) # [ [ f(ve: 0)

t=1
» Sin embargo, si es cierto que:

T
f(y17"'7yT;9) :Hf(}’t‘yt—ﬂ

t=1
» Observemos que,
Vi = Ziay + €t = Zyar + Zy(a — @) + €t
» Por tanto,
Elyi|Vi-1] = Zia
Var[yt|Vi1] = ZiPrZf + Hy = F

Célculo de la verosimilitud con el filtro de Kalman (llI)

» Una pasada del filtro de Kalman permite asi calcular
comodamente la verosimilitud para 6 dado.

» Los ingredientes necesarios en log L(#) se calculan ya
(salvo |Fy|) en el filtro de Kalman.

» Maximizacién numérica de la verosimilitud posible
utilizando una rutina numérica que no haga uso de
derivadas (e.g. Nelder-Mead)

» Con algun esfuerzo adicional, se puede hacer que el filtro
de Kalman calcule también valores de las derivadas.

Calculo de la verosimilitud con el filtro de Kalman (l1)

» Llamando v; = y; — Z;a;, tenemos por tanto:

T T ’
f(yt|Vi-1) {Vt,Ft1 Vt}
11 H yF,yz 5

» La expresién anterior depende implicitamente de los
parametros del modelo.

» Tomando logaritmos, tenemos el logaritmo de la
verosimilitud:

n
IogL(@):—Elog(Z?T)—1 log |Fel + v{Fy v
2 2 t=1

Célculo de la verosimilitud con el filtro de Kalman (1V)

» Hay que tener en cuenta que algunos parametros estan
restringidos en su campo de variacion (e.g., varianzas de
los ruidos no negativas).

» Otras restricciones son implicitas: Q; y H; paramétricas y
p.s.d. implican restricciones sobre los pardmetros.

» Frecuentes soluciones en la frontera factible (e.g. con
varianzas cero de algun o varios ruidos).

» Parte sustancial del esfuerzo de calculo es invertir la
matriz Fy = Z;PiZ{ 4+ Hy; tanto més oneroso cuanto mayor
dimension del vector de observacion.



Verosimilitud concentrada (I)

> La verosimilitud sélo depende de los parametros a través
de P; y H: en F; = Z,PtZt’ + H;

» Multiplicar por una constante todos los términos en Py y H;
meramente reescala la verosimilitud.

» Podemos fijar una varianza en “uno” y operar en esa
escala. Luego de maximizada la verosimilitud, se
restituyen las escalas.

» Ventaja: La optimizacion se hace en un espacio de
dimensién menor (k — 1 en lugar de k). La varianza
“omitida” cumple autométicamente la condicién de no
negatividad.

Verosimilitud concentrada (lll)

» Solo tenemos que maximizar ahora respecto de un
parametro, ;2.

» Una vez que hemos obtenido 0;52, filtramos la serie,

estimamos .

. 1
62 = - > (- ar)?
i—

y recuperamos

* A2
Pt == Pt X UE
- N Y
0'77 = 0'77 X O¢

» Procedimiento general; fijamos en 1 el valor de una
varianza, en una de las matrices Q¢, H;.

Verosimilitud concentrada (ll)

» Ejemplo: En el modelo de nivel local, los parametros son
2y 42
oc Yoy

» Larecurrencia Pyr1 = ZiPi(l — Ki)' + RyQ¢Ry’ se reduce

a. 5
g

P4 =P € 2

t+1 1<Pt+0€2>+077

Dividiendo todo entre o2 tendriamos

1

* :P*< )+U*’2
1 t *

t+ P; +1 K

enque P} = P/o?y 0,2 = 02 /o2

Proceso secuencial de observaciones (l)

» Al calcular la verosimilitud

T 1 -
0gL(0) =~ log(2r) — 3 > (log|Fel + viF; "vi)
t=1

parte sustancial del calculo es invertir Fy = ZyPyZ{ + H;;

» Tanto més oneroso cuanto mayor dimension del vector de
observacién; si la observacion fuera escalar, F; seria 1 x 1
y F;~ trivial de obtener.

» Conceptualmente, podemos pretender que vemos y;
elemento a elemento: y; 1, i 2, etc.



Proceso secuencial de observaciones (ll)

» Incorporamos yi41 por partes, un componente a la vez.
act. temporal

R

At a}lt aflt At|t+1 | Cp1|t41

Ytr11 Yie1,2
t t+1

» En (t+ 1) todo yt4+1 ha sido incorporado; hacemos una
actualizacién temporal.

Proceso secuencial de observaciones (IV)

> Inversion de la matriz F;, sustituida por p cocientes.
» En lugar de hacer “de una vez”

ayt = ayi—1 + PiZi (ZiPrZi + Hy) (vt — Ziag 1)
hacemos parai=1,...,p:

(Vi — zt,,-’af,{,_ff )

()
a =)
2 i'Py 'z i+ Hy i

t|t—1

i1 i1
= a§|',_1) + P Dz

con el convenio agﬂ?_1 = ayt—1 = a, P,(O) = P;.
» Analogamente para la matriz de covarianzas P;.
» Tras p medidas, agf’,)_1 — ayry PP = Py

Proceso secuencial de observaciones (lll)

» Todo lo que se requiere es utilizar de forma sucesiva las
filas de la matriz de observacion Z;.

» Procesamos una serie multivariante como si fuera
univariante.

» Para hacer esto, se requiere que la matriz H; sea diagonal.
(¢,Por qué?)

» Sino lo es, pero es invariante en el tiempo (H; = H),
podemos modificar la ecuacién de observacion:

Hi%yt = H*%Ztat + Hiéet

1 .y .
en que €; = H 2¢; cumple la condicién requerida.

Proceso secuencial de observaciones (V)

» Ahorro que puede exceder del 80% del célculo.

» Indicado cuando la dimensién del vector de observacion
es “grande” relativa a la del vector de estado.

» Resultado idéntico para el vector de estado y matriz de
covarianzas que procesando todo a la vez; pero residuos
“‘intermedios” no tienen que ser iguales que cuando
procesamos vectores completos.



Suavizado de Kalman (I)

» Ademas de prediccién o filtrado podemos hacer suavizado:

E (at|Y7) t<7<T.
» Fixed-point smoothing:
E(at|Yr) t+1<7<T, tfijo
» Fixed-lag smoothing:
E (at|Yr) T=1t+K, Kfijo.

» Fixed interval smoothing: E (at| V7).

Suavizado de Kalman (lll)

» Construiremos el suavizador como
at = Kiért + KpGip, 41

en que &g es el resultado del filtro 1 : t y &p,¢ el del filtro
T:(t+1).
» Sinos limitamos a estimadores insesgados, Kp = I — K;.
> Sea er = ot — Gt Y € = ot — Gup t41. Entonces,
at—ar = Kiast+ Kpbp i1 — o
P = E[(&t—aur)(ét—ar)']
E[(Kr(er — ep) + €p)(Ki(er — €p) + ep)]
= E[Kf(efefT + ebebT)KfT + ebebT
—Krepep” — epep’ K]

Suavizado de Kalman (ll)

» Diferentes algoritmos. Para fixed-pointy fixed-lag, ver
Anderson-Moore, § 7.2y 7.3.

> |dea para fixed-interval: correr dos filtros de Kalman en
sentidos opuestos y combinar los resultados:
forward-backward algorithm (FB), ver Simon § 9.4.1 6
Gibbs § 9.2.

» Otros algoritmos para fixed-interval: Rauch-Tung-Striebel
(RTS) y Bryson-Frazier (BF), mas rapidos que el algoritmo
FB: ver Gibbs § 9.2.3 y refs.

» Mostraremos por su sencillez la obtencion del FB.

Suavizado de Kalman (IV)

> Si derivamos la traza de P respecto de K; tenemos:

otr(P)

= 2E[K¢(eres” + epep’ ) — epep’]
19],€:

» De aqui,
Kf(Pf + Pb) —Pp=0

y por tanto (rango completo):
K¢ = Py(Ps + Pp)~"

» Notemos que Py es la matriz de covarianzas de error de
filtrado y Py la matriz de covarianzas del error de
prediccién una etapa “hacia atras”.

Insertar sesion practica N4 aqui.



Extensiones: modelos lineales generalizados (I)

» El modelo de regresion lineal ordinario (MCO) prescribe:

y=x'B+e

» (Junto con una ecuacién de estado para 3 proporciona un

modelo en espacio de estado.)
» Es inadecuado en algunos casos por:

» Ser la respuesta de rango limitado.
» Ser la respuesta acusadamente no normal.

» En estos casos, un modelo lineal generalizado (GLM)
puede ser la solucion.

Extensiones: modelos lineales generalizados (lll)

» Simbdlicamente,

gu) = x'B
y ~ Plyip)
» El caso particular g(i) = py P(y; ) = N(u, o2) nos
devuelve al modelo lineal ordinario. ..
» ...pero hay otras muchas posibilidades.

» Casos particulares de interés: regresién de Poisson, logit,
probit.

Extensiones: modelos lineales generalizados (ll)

» En el modelo MCO de suponen dos cosas diferentes:

Elyl=nB) = x'B
y ~ N(,U,,O'Z)

» Un modelo lineal generalizado (GLM) hace que

» Una funcion de la media g(1.) dependa linealmente de las
X.

» y tenga una distribucién no necesariamente normal en
torno a esa media (quiza multiplicada por una constante).

» La funcién g(u) se conoce como funcion de enlace (link
function).

Extensiones: modelos lineales generalizados (IV)

> Ejemplo: Regresion de Poisson

log(ut) = x'B
yt ~ Poisson(A = Niut)

> Aqui, g() = log() y la distribucion es de Poisson. N; son
unidades en riesgo.

» Notemos que sea cual fuere log(ut) el parametro de la
Poisson es no negativo.



Extensiones: modelos lineales generalizados (V)

» Ejemplo: Regresion logistica

Pt /
lo = X
g (1 — pr) 3
Yr o~ Binomial(pt, Nt)

» Aqui, g() = log(p/1 — p) y la distribucion es binomial.

» Notemos que sea cual fuere log(p;/1 — p;) el parametro de
la binomial es no negativo.

Modelos de espacio de estado generalizados (I1)

» El filtro de Kalman ordinario ya no sirve.

» No obstante, es posible (aunque mas costosa) la
estimacion.

> dlm no la soporta, KFAS si.
» Detalles en [3], cap. 10.

Modelos de espacio de estado generalizados (I)

» Retendremos una dinamica lineal para el vector de estado:
a1 = o + Rmy
» En lugar de ecuacion de observacion, tendremos ahora:

Vi ~ p(yi|Zroet)

en que la distribucién no necesariamente es normal.

» El ruido de la ecuacién de estado puede también ser 0 no
normal.

» La distribucion p(y:|Ziat) tipicamente en la familia
exponencial.

Flecos

» Controlabilidad, observabilidad, estabilidad.

» Divergencia del filtro de Kalman. “Joseph-stabilization”.
» Algoritmos raiz cuadrada.

» Inicializacion difusa. Filtros de informacion.

>

Ejemplos de aplicaciones: analisis factorial dindmico,
agregaciéon y benchmarking,

Insertar sesion practica N5 aqui.



Angulos medidos en radianes

» Radian: Angulo que subtiende un arco de longitud igual al
radio de la circunferencia.

» Como la longitud de la circunferencia es 2rr, 27 radianes
equivalen a 360 grados sexagesimales.

» Consecuentemente, 90 = 7/2,45=7/4y 180 ==
radianes.

Funciones trigonometricas (ll)

» Facilmente se demuestra:

sin(x +y) = sin(x)cos(y) + sin(y) cos(x)
cos(X +y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)

» En consecuencia

sin(2x) = 2sin(x) cos(x)
cos(2x) = cos?(x) — sin?(x)

» Otra importante relacion es:
cos?(x) 4 sin?(x) = 1

para x cualquiera.

Funciones trigonometricas (I)

» Las funciones sin(t) y cos(t) son funciones periddicas.
Cuando su argumento t se expresa en radianes, su
periodo es de 27.

» Consecuentemente,
sin (%)
COoSs (%)
tienen periodo N (en unidades de t). Su frecuencia (en
unidades de t~') es 1/N.

Funciones trigonometricas (lll)

> Una funcion como cos (25K + ¢) se dice que tiene una
fase de ¢ radianes (se expresa también en ocasiones en
unidades de t).

» Haciendo uso de
cos(X +y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)

se comprueba que

cos (27;\Ild + ¢) = cos (27;\/,“‘) cos(¢) — sin (27;th> sin(¢)



Funciones trigonometricas (V)

» En

cos (27;th + ¢> = cos (27;\//(1‘) cos(¢) — sin (27;\/“) sin(¢)

llamamos:

» componente en fase a:

cos(¢) cos (27\,“)

» componente en cuadratura a:

sin(@)sin (27\,“)

Funciones trigonometricas (VI)

» La féormula de Moivre,
e'! = cos(ut) + isin(ut)

permite trabajar comodamente con los componentes en
fase y cuadratura simultaneamente.

» Recordemos que el médulo de un numero complejo a + bi
se define & + b°.

> Se deduce que:

|2 = cos?(ut) + sin?(ut) = 1

Funciones trigonometricas (V)

» Comparando

cos (27;th + ¢> = cos <27;th> cos(¢) — sin (27\/”) sin(¢)

con:
2 2mkt + bsin 2mkt
cos N si N

vemos que la fase de ésta ultima expresion es:

(2)
arctan | ——
a

Frecuencias fundamental y arménicas

» Frecuencia fundamental: aquélla cuyo periodo coincide
con el intervalo de observacién. Sit=1,2,..., N,

i (3)  cos (%)

son sinusoides a la frecuencia fundamental.
» Frecuéncias armonicas: multiplos enteros de la
fundamental:

sin (258)

» Frecuencia Nyquist es la del arménico k = N/2 (periodo 2
en unidades de t).



Bases de R" formadas por funciones periddicas

» Definamos para k = 0,1,...,N/2 los vectores en RN:

¢ {cos(zﬂ’“”
Kk = —
N t=1.2,..N
v - (3
Kk = [ ;
N t=1,2,..N

> Co,C1,...,CN/2—1,S1, 82, .., SN2 forman una base
ortogonal de RN,

Demostracidn de la ortogonalidad (11)

» Para cualesquiera cy, . .., Cn/2—1,S1, - - -, SNy2 CON
k,1=0,1,2,...y k #1,

N gi2rkt/N | g—i2rkt/N gi2wlt/N | g—i2rit/N
< Ck,C > = 5 5
t=1

o

dado que N, 27 (kED/N — 0 para k, I enteros y distintos.

» Andlogamente < sk, s >=0Yy < sk, ¢; >= 0 (el ultimo,
incluso si k = /).
» Por tanto, todos los vectores en

€0,C1,...,CN/2-1,81,82,...,8N/2

son mutuamente ortogonales.

Demostracién de la ortogonalidad (1)

» Haciendo uso de la formula de Moivre,

2kt gi2nkt/N | g—i2mkt/N
cos <N> = 5

2wkt gi2rkt/N _ g—i2mkt/N
() -

» Hemos de comprobar que < ¢k, ¢y >=0si k # I.

Propiedades adicionales de
Co,...,CN/2-1,51,...,SN/2
> |col? =< €g,Co >= N.
> < Sp, S0 >=0Yy < Sy/2,Sn/2 >=N.
» Para todos los demas valores de k,

N
<Ck,Ck> = Y cos(2rkt/N) = >
t=1

N
< Sk, Sk > = Zsin2 (2mkt
t=1

2

=5

habida cuenta de que < ¢k, Ck > = < Sk, Sk > Y

N
<Ck,Ck >+ < S, Sk >=) e
t=1

i27rkt/N‘2 =N



Aproximacién armonica de una sucesion (l)

> Consideremos y = {yi};_y _n- ¥ €S combinacion lineal de
Co,---,CN/2—-1,81,...,SN/2!

N/2—1

y=a0Co+ > (akCk+ BkSk) + Bny2Sny2
k=1

> Los «j, Bj, pueden obtenerse por regresion.

» Si empleamos todos los “regresores”
Co,---,CN/2—1,S1,-- -, SN/2 S€ Obtiene un ajuste
“perfecto”, sin grados de libertad.

Aproximacién armédnica de una sucesién (I11)

» Analogamente todos los ay, Sk:

N
< Ck,y > 2
= —_— = — 2rkt/N
o S N;ytcos(wt/)
< Sk, ¥ > o N
= SOk I~ _ 2 in (2rkt/N
Bk S5 o N;Ytsm(ﬁt/ )

salvo para ag y Bn/2 €n que las constantes 2/N han de ser
reemplazadas por 1/N.

Aproximacién armodnica de una sucesion (ll)

» Haciendo el producto interno de ambos lados por ¢;

obtenemos:
N/2—1
<€ y> = ag<CC>+ Y (ax<CjCk>
k=1

+ Bk < €j, Sk >) + Bnj2 < Cj, Sny2 >
» Haciendo uso de la ortogonalidad,

_<cyy>

N
2 .
= GG > N ;_1 ytcos (2mjt/N)

Aproximacién armédnica de una sucesion (1V)

» Una notacién mas compacta seria:

) N
_ E j2mkt/N .

conk=1,2,...,N/2—-1.
» Las partes real e imaginaria de J, corresponderian a ay y
B

» Para k =06 k = N/2, la constante al frente del sumatorio
es 1/N.



Aproximacién armoénica de una sucesion (V)

» Recordemos que

N/2-1

y=0a0Co+ > (okCk+ BxSk)+ Bny2Sny2
k=1

» Una medida de la “importancia” del arménico k-ésimo en
la sucesién analizada vendria dada por

of + BE

Transformadas de Fourier (la)

» Diferentes textos emplean diferentes normalizaciones:

N
YO = 5 > e = Y(2rk/N) = U oy + iBe)
t=1

~ 27N 47

N
YO =D = Y (@ek/N) = (ax+ i5)
t=1

» Podemos escoger la que nos convenga.
» En ocasiones, se intercambian e~y /M,

Transformadas de Fourier (I)

» Denominamos transformada de Fourier de la sucesion
{yt},—4 n alafuncion

N
1 .
Y\ = 5N § yie?t; (1)
—1

la sucesioén {y;} puede ser real o compleja, y también
infinita, con tal de que sea de cuadrado sumable:
PONIZIEESS

» Denominamos transformada inversa de Fourier de una
sucesion a una expresion como (1) en que ha cambiado
de signo el exponente (y posiblemente la constante frente
al sumatorio).

Transformadas de Fourier (lI)

Propiedad de inversion:
> Si Z?i—oo ’yf|2 < 0.

1 = ;
YN =5 > ye (1)
t=—00
y se verifica:
vi= [ Y(\)e ™Mdx (2)

» Se dice que (1)—(2) forman un par de transformadas de
Fourier, la segunda siendo la inversa de la primera.



Transformadas de Fourier (lla)

» Una “demostracion” de (2) se puede lograr sustituyendo
Y (M) por su valor en (1):

V= / ( Z Vs eu\s) e—iAtd)\

S=—00

= Z Vs (/ — e\~ 0) [oP)
2n

S=—00

» Puede verse que la integral se anula salvo cuando s = {,
con lo que la igualdad anterior realmente se verifica.

Transformadas de Fourier (V)

» La definicién de transformada de Fourier (y la propiedad
de inversion) son mas generales. Para cualquier funcion
de cuadrado integrable, si:

= / g(t)edt

_ 1 T —ixt
_ZTF/_FQ()\)e dA

entonces:

Transformadas de Fourier (llI)

» La propiedad de inversion muestra que es equivalente
conocer {y;} o conocer ) (\); de una se puede recuperar
la otra.

» La importancia de la propiedad de inversién radica en que
podemos trabajar en el dominio en que la manipulacion es
mas simple para luego deshacer el cambio y volver al
dominio original.

Transformadas de Fourier (V)

» Las funciones G () y g(t) en la transparencia anterior
forman un par de transformadas directa en inversa. Una
cancela el efecto de la otra:

» Pueden emplearse diferentes normalizaciones:

—_ —/At
a(t) = \/ﬂ 49() dA

> HP. 1 [ 1P A H ”
El coeficiente o hace “simétrico” el par de

transformadas.



Transformadas de Fourier (V1)

» De hecho, basta conocer Y (\) evaluada a las frecuencias
armonicas A\ = 2wk /N para poder recuperar {y;}
(teorema de muestreo).

> Se tiene asi que

N
1 )
Y = 5> ne™
t=1
N/2-1

yi = 2m Z YV (A) e ™M
k——N/2

La funcion £ft de R

> La funcién ££t (y) en R calcula la transformada directa
como

=

Yot

t

Il
o

» Lafuncién £ft (y, inverse=TRUE) calcula

N—1
Z Y, et
k=0

» Para recuperar y es preciso dividir entre N (=1ength (y)).

Transformadas de Fourier (VII)

» Diferentes normalizaciones:

N/2—1
y (Ak o N Zy el)\kf = = o Z y I/\ki
k=—N/2
N/2—1
Y(Xe) = ZYte_'Akt = Y= Z Y () !
t=1 k— N/2
N/2—-1
y ()\k \/7 Zy el)\kt _— }/t Z y —I)xkt
t=1 K— N/2

» La funcién ££t en R calcula la transformada directa de
acuerdo con la segunda linea (sin normalizar).

Ejemplo de uso de fft

>y <= c¢(1,4,8,7)

> Y <- fft(y)

> Y

[1] 20401 -74+31i -2+0i -7-31

> invY <- fft (Y, inverse=TRUE) / length (y)
> invyY

[1] 1401 4+01i 8+0i 7401

> as.real (invY)

[11 1 4 8 7

# Comprobacidn:
> lambda <- 2xpix (0:3)/4

> sum(y*cos (3+xlambda))

(1] -7

> sum(-y*sin (3xlambda))

[1] -3



Convolucion (1)

Propiedad de convolucion

» Si{x:}y {y:} son sendas sucesiones y definimos una
nueva cuyo término general es

Zt = Z XkYt—k
k
entonces:

ZN)=xANY ™)

» La operacion de convolucion es muy frecuente (ej: al
aplicar un filtro lineal a una sucesion) y relativamente

laboriosa. El calculo de Z (\) en cambio es inmediato, y su

transformada inversa proporciona {z;}.

Transformada rapida de Fourier (l)

» La aproximacion directa al célculo de

N
V() =D e

t=1

requiere un calculo O(N?).
» Una familia de algoritmos (FFT) hacen el mismo calculo
con un esfuerzo de sélo O(N log(N)).

> Lo 6ptimo es que N sea “highly composite” (producto de
numeros primos “pequenos”). Idealmente, N = 2".

Convolucion (I1)

Propiedad de convolucién

» La propiedad de convolucién opera también en sentido
inverso: Si

entonces:
Zt = XtYt M

es decir, la convolucién en el dominio de la frecuencia es
producto en el dominio del tiempo.

Transformada rapida de Fourier (lI)

» Podemos alargar una sucesion con ceros hasta longitud
N’ “highly composite”.

» En R podemos utilizar nextn para calcular el siguiente
N’ > N que es altamente compuesto.

» Salvo para N muy grande o calculo repetitivo (simulacion)
No es preciso preocuparse.

» Reemplazando N por N’ las frecuencias arménicas

cambian:
2tk 27wk

NN




Ejemplo:

> N <— 257

> nextn (N, factors=c(2,3,5))
[11 270

> nextn (N, factors=2)

[1] 512

> 373 x 2 % 5

[1]1 270

> 279

[1] 512

La funcién de densidad espectral

» Toda sucesion aleatoria estacionaria de segundo orden 'y
media cero puede escribirse asi (Cramer, 1941):

X = / eMaz())

™

» Z(\) es un proceso de incrementos ortogonales:

E[(Z(M) = 2(A2)) (Z2(X3) = Z(\))] = O

Si ()\1 , )\2) N (/\3, )\4) = 0.

» Se tiene que E[Z(d)\)Z(d)\)] = f(A\)dA. Se llama densidad
espectral a la funcion f(\)

Aproximacion de funciones

» Desarrollo en serie de Taylor aproxima una funcion
suficientemente derivable en un punto.

» Desarrollo en serie de Fourier aproxima una funcién en un
intervalo.

» Buenas propiedades: aproximacién “casi” uniforme si la
funcién a aproximar suave (pero fenémeno de Gibbs con
discontinuas).

> ;Para qué?

Interpretacion de la densidad espectral (I)

> La expresion
s
X; — / eMaz())
—T
muestra X; como una suma de oscilaciones incorreladas
de diferentes frecuencias.

» Las oscilaciones en un pequefio intervalo d\ tienen
varianza E[Z(d))]? = f(A\)d\
» La funcion de densidad espectral f(\) es una medida de la

relevancia de las oscilaciones de frecuencia A en la
evolucion de la sucesién aleatoria X;.



Densidad espectral y funcion ACF (1)

» Tenemos (suponemos X; estacionario de media cero) que:

E[XtXtH]:E{ / eMdz()) / e () GZ ()

—T —Tr

» Como Z(\) es de incrementos ortogonales:

EXXia] = / / Mg () E[Z(d\) aZ(w)]

™

= / e (N dA

—T

» Por tanto, la ACF es la transformada inversa de Fourier de
f(N).

Densidad espectral y funcién ACF (ll)

» Tenemos:

1 < )
() =5- > p(r)e™
T=—00
» Para que la anterior expresion converja, basta
Dot ()] < o0

» Siendo la ACF de una sucesion aleatoria real una funcién
real y par,

1 oo

) =5- > p(r) cos(Ar) = 217 { p(0)+2>  p(7) cos()\T)}
=1

T=—00

Interpretacion de la densidad espectral (II)

» De

T

pl7) = EXXe) = [ e rn)a

-7

deducimos en particular:

iy
o2 =p0)= [ f(N)dA
-7
» Por tanto, f(\) proporciona un desglose de la varianza por
bandas de frecuencia, corroborando la interpretacion
anterior.

Densidad especitral del ruido blanco

» Consideremos X; = ¢, “ruido blanco”; p(0) = o2y p(1) =0
para cualquier 7 # 0.
» En consecuencia,
1 & 062

) = 5= > p(r) cos(irT) = oo

» Todas las frecuencias tienen la misma importancia —como
en la luz blanca—.
» Se verifica

T T 2
fO)dA = / Ze d = o2,

—T T 27T

como sabemos que ocurre de manera general.



Periodograma

» Llamamos periodograma a:

1 N ‘ N _
— 5N (Z yte—/)\t> <Z ysel)\s>
t=1 s=1

> I(\) x o2 + 32 en que a, y Bk son los coeficientes al
“regresar” y; sobre sinusoides de frecuencia A

2
ixt

¢, Tiene algo que ver f(\) con el periodograma /(\)?

» Puesto que

1 o0
) =5 > p(r)e™ (1)
parece que
;N
) =5 > ) (2)
r=—(N—1)

seria un estimador natural.

Periodograma /(\) y ACF

» Se verifica:

2
iAt

1) =

t=1 s=1

N N
5N (Z yte/At> <Z yse/)\s>
t=1 s=1

1 NN .
= o°N Z Z }’t}’sefl)‘(tfs)

= 217 Ni [ NZ tyt+|7|]

r=—(N—1)

N—1

1 A AT
= o Z p(r)e?

iy
T=—(N-1)

La serie de manchas solares ()

» Datos pre-cargados en R. Podemos recuperarlos asi:

> data (sunspots)
> plot (sunspots)
> str(sunspots)

Time-Series [1:2820] from 1749 to 1984: 58
> plot (sunspots,main="Manchas solares.
Medias mensuales 1749--1984")



La serie de manchas solares (ll) La serie de manchas solares (lll)

Manchas solares. Medias mensuales 1749--1984

250
|

200

» Podemos calcular el periodograma en R asi:

> spectrum(sunspots)

sunspots

» Sin argumentos adicionales, spect rum calcula el
periodograma de la serie.

100
I

50
I

|

1750 1800 1850 1900 1950
Time
Periodograma de la serie de manchas solares Inconsistencia del periodograma
Series: x

Raw Periodogram

le+04
I

» Comportamiento muy erratico.

» De una frecuencia a la contigua oscila fuertemente: no es
creible.

Un ciclo de =~ 11 afos, claro en los datos, es dificil de ver
en el periodograma.

» Inconsistencia (Schuster, 1898).

spectrum
le+02
|
v

1e+00
|

1le-02

frequency
bandwidth = 0.0012



Origen de la inconsistencia

» El nimero de abscisas crece con la muestra.
» Supongamos X; centrada:
2

1
i = 27N

N
Z yte/'/\t
t=1

N N 2
<Z Vi cos(At)) + ( Vi sin()\t)> ]
t=1 t=1

» Cada sumatorio es aproximadamente una normal de
media cero. /(\) ~ x3 reescalada, sea cual fuere N.

2
1

27N

Suavizado del periodograma

» Suponiendo que f(\) es suave, f(\j) ~ f(A\) para
frecuencias de Fourier préximas.

» Por tanto, E[/()\;)] = E[I(\x)].

» Sitenemos v.a. de similar valor medio e independientes, el
promedio estima el valor medio (casi).

» La varianza decrecera:

1 1 1
Var <2k+1/(>\j—k) +o 2k_|_1/()‘j+k)> ~ o Yty

Sin embargo, es aproximadamente insesgado

» Lo podemos comprobar tomando valor medio en
/ - PN iAT
N=5- > e

» Cuando N — oo, E[I(N)] = f(A).
> |dea: suavizar para reducir la varianza conservando
aproximadamente la insesgadez.

La serie de manchas solares (IV)

» Podemos suavizar el periodograma en R como sigue. El
segundo mandato superpone un periodograma suavizado
(linea roja) al bruto (en azul). bruto.

> spectrum(sunspots,ci=0.90,col="blue")

> spectrum(sunspots, spans=21,ci=0.90,
col="red", add=TRUE)



Periodograma bruto y suavizado de sunspots

Series: x
Raw Periodogram

le+04
|

spectrum
le+02
|

1e+00
|

le-02

frequency
bandwidth = 0.0012

Estimador de covarianza ponderada

» [(\) es transformada de Fourier de j(7).

» En lugar de convolver la transformada de Fourier de j(7),
podemos transformar j(7) multiplicada por una funcién de
ponderacién. Simbélicamente:

F(p(r)) * F(w(r)) = F(w(r)i(T))

» La idea anterior da lugar al estimador llamado de
covarianza ponderada:

K
f(\) = 217 p(0)+2>  w(r)p(r) cos(Ar)
=1

El periodograma suavizado es una convolucion

» El procedimiento anterior hace la convolucion de una
sucesion (un kernel) con otra (el periodograma).

10
=3 di())

j=—10

» Sino se indica otra cosa, todos los d; son iguales salvo los
extremos, que valen la mitad: d; = 0.05 para -9,...,9y
d_1g9 = dijg = 0.025 (modified Daniell kernel).

» Hay otras posibilidades.

Cuestiones de carpinteria

» A w() se la llama ventana de ponderacion.

» A W(\) = F(w(r)) se la llama ventana espectral.

» Se ha estudiado con cuidado la eleccién de w(7) que de
lugar a “buenas” ventanas espectrales.

» El caso mas simple de ventana de ponderacién es la
“ventana truncadora” w(r) = 1 para |7| < K.



Ejemplo

data (sunspots)

N <- length (sunspots)

rho <- acf (sunspots, type="covariance", lag=N) Sacf

cov.spec <- function(rho,w,N) {

r <— rhos*w

r[ (N/2+1) :N] <- rev(r[2:(N/2+1)1])

Rho <- fft (r)
return (I <-

(1/ (2%pixN)) * Mod (Rho) "2)

Ventana rectangular con K = 100

plot (log(I[1:(N/2)1),
type="1")
w <- rep(0,N)
w[l1:100] <=1
I2 <- cov.spec (rho,w,N)
lines (log (I2[1:(N/2)1),
col="red")
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Index

Periodograma obtenido via covarianza

w <- rep(l,N)

I <- cov.spec(rho,w,N)

plot (log(I[1:(N/2)1),
type="1")

Ventana triangular con

w <— rep(0,N)

w[1l:100] <- (100:1)/100

I3 <- cov.spec(rho,w,N)

lines (log (I3[1:(N/2)1),
col="green")

T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Index

K =100

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Index




Ventanas espectrales asociadas

Ventana rectangular Ventana triangular

-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200

"Tapering"

» Consiste en amortiguar los datos al comienzo y al final,
multiplicandolos por una funciéon que va suavemente a
cero.

»> Al multiplicar los datos por el taper, convolvemos su
transformada de Fourier con la del taper.

» Parecido a multiplicar la ACF por una ventana, pero hecho
directamente sobre los datos.

» Disminuye el sesgo, pero aumenta la varianza.

Detalle suavizado con ventana rectangular K = 100
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Ventana espectral
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Efecto del “tapering” Ejemplo: tapering + suavizado

Datos de sunspots con y sin tapering Log espectro con diferente tapering

250
|

sl <- spectrum(sunspots,
spans=rep (8,10),
taper=0.00)

s2 <- spectrum(sunspots, 4
spans=rep (8,10),
taper=0.20)

s3 <- spectrum(sunspots,
spans=rep(8,10),
taper=0.40)

200
1
2000
|

Datos
150
1
spectrum
500
!

100
1
50 100

5 10 20

1750 1800 1850 1900 1950

Afio

frequency
bandwidth = 0.0309

Multi-tapering Filtros lineales invariantes en el tiempo (1)

» Decimos que un operador £ es un filtro lineal invariante en
el tiempo si verifica las siguientes propiedades:
> Linealidad:

» En los ultimos 25 afios se ha popularizado el analisis
espectral multi-taper, que parece tener ventajas con los
espectros tipicos en ciencias fisicas.

> Se emplean tapers cuidadosamente escogidos (DPSS, L(aX; + bYy) = al(X;) + bL(Y})
“discrete prolate spheroidal sequences”, de acuerdo con
un criterio de optimalidad.

» Articulo seminal es Thomson(1982), y un tratamiento LX) =X = L(Xesr) = Xopr
detallado en Percival & Walden(1992).

» Implementado en el paquete sapa en R.

> Invariancia temporal:

» Medias moviles, retardos, etc. son ejemplos de filtros
lineales.



Filtros lineales invariantes en el tiempo (Il)

> Las sinusoides complejas e* son “vectores propios” al
aplicar un filtro lineal.

» Tomemos por ejemplo £(X;) = >, akXi—x (una media
mévil de yalores de {X;}). Si presentamos a este filtro la
entrada e, obtenemos:

& — (L )— Ge
Z g et — Z ek giMt
k

N
G())

ya que

> G(\) es el “valor propio”.

Filtros lineales invariantes en el tiempo (1V)

» Como quiera que
X, = / eMdz())
el resultado anterior nos permite deducir que:

LX) = /_ " 1G04 MeMaz ()
= / i eMdZ(\)

dZ(\) = |G(\)|e?Ndz())

con

Filtros lineales invariantes en el tiempo (Il

> Podemos examinar con mayor detalle el efecto del filtro si
reparamos en que G()\) = |G(\)|e/¢(),

» |G(\)| (mbdulo) y ¢(A) (argumento) se obtienen de las
partes real e imaginaria de G(\) = A(\) + iB()) asi:

GOl = AW+ B(V)?

¢(A) = arctan [i&ﬂ

» Por tanto,

& — (L] laje

Obtenemos como salida una sinusoide de la misma
frecuencia que la entrada, con su amplitud multiplicada por
|G(A\)| y un desfase de ¢(\).

Filtros lineales invariantes en el tiempo (V)

» La densidad espectral de £(X;) estara relacionada con la
de X; asi:

E[dZ(\)dZ(\)]
|G(A)PE[dZ(N)dZ(M)]
|G(N)[Zx,(A)dA

froxy(M)dA

» En definitiva,
froxy(A) = |G P (A)

» Se llama factor de filtro a la funcion |G(\)|2. Recoge el
efecto del filtro sobre la varianza de la componente de
frecuencia \.



Filtros lineales invariantes en el tiempo (VI)

Ejemplo:

> Consideremos el filtro £(X;) = IXt—1 + 31X + 1 Xp41.
» Entonces,

R R RV L Y

G(\) = 3e +3e +3e
= geos(-A)+ 5+ 5 cos()
= 3 COSs 3 3 COSs
1 2
= (3 + 3 cos()\)>

» Se trata de una funcion real: |G()\)| = G(\) y ¢(A\) =0
(siempre ocurre con filtros simétricos).

Filtros lineales invariantes en el tiempo (VIII)

» En abscisas, k. La frecuencia es \x = 2wk /N, con
N = 128.

» Examinando la grafica, vemos que el filtro deja pasar las
frecuencias bajas y atenua fuertemente las
correspondientes a k = 44.

» k = 44 corresponde a \x = 2w44/128 0 a un periodo de
128/44 ~ 2.90 en unidades de t

Filtros lineales invariantes en el tiempo (VII)

Factor de filtro

1.0

0.8

0.6
|

0.4

0.2

0.0

Preblanqueo (prewhithening)

» Idea original de John Tukey.
» Trata de evitar los “goteos” (leakage).

» Hacemos un analisis piloto.

» Decidimos que filtro aplicar para que el espectro de la serie
filtrada sea aproximadamente ruido blanco.

» Estimamos el espectro de la serie transformada.

> Restituimos el efecto del filtro.

» iComo el periodograma que se calcula lo es de un “casi”
ruido blanco, el goteo “casi” desaparece!



Estimador autorregresivo Ejemplo de estimacién autorregresiva

Series: x

» Puede verse como una variacién de la idea anterior. AR (28) spectrum
data (sunspots)

» Un modelo autorregresivo puede verse como un filtro spect rum (sunspots, 1
blanqueador. Entonces, method="ar")

> Se ajuste un modelo AR (orden, tipicamente, mediante
AIC): i
L)yt = e

> Se estima la varianza de la perturbacion, o2.
> Se estima el espectro por

5000
Il

500
Il

spectrum

50

2 2 & 1
PPN = 5 =100 = - oo

5 10

en que |®()\)|? es el factor de filtro asociado a ¢(L). 0 1 2 3 a 5 6

frequency

Relacién order AR y suavizado Otros estimadores paramétricos

Series: X
AR (100) spectrum
data (sunspots)

spectrum(sunspots,
method="ar", -
order=100)

» También posibles estimadores ARMA

5000
Il

52 0(\)
4 ( )::E;‘?Xj

spectrum
500
Il

» Mas populares los puramente autorregresivos (“all pole” o
7 “todo polos” en la jerga de los ingenieros), por la facilidad
para escoger el orden automaticamente.

50

5 10

frequency



Variantes estimador autorregresivo

» Se ha propuesto diversos estimadores (Burg, Yule-Walker,
MV (MLE) , MC (LS), diversas variantes de MC), todas
equivalentes en grandes muestras.

» En muestras reducidas puede haber diferencias notables.

» El estimador paramétrico AR ha sido justificado desde
diferentes puntos de vista (Burg, maxima entropia).

Densidad especitral cruzada

» La funcion fi2(A) tiene una parte real y una parte
imaginaria.

» La parte real mide la covarianza entre oscilaciones de la
misma frecuencia “en fase”: cos(At) con cos(At) y sin(\f)
con sin(At).

» La parte imaginaria mide la covarianza entre oscilaciones
“fuera de fase”.

> |f12(\)]? es la “covarianza total” al cuadrado.

Procesos bivariantes

> Supongamos un proceso estacionario bivariante:
Xt = (X1¢| X2r)". Se tiene,

X, = / eMZ(d)

—T

> Z(dX) = (Z1(dN)|Z(dN).
» Como antes, E[Z,(d\)Z,(d\)] = f(A)dA, paral =1,2.
» Ahora, ademas,

E[Z1(dA)Z2(dA)] = fr2(A)dA

Coherencia y fase

» Como fi(A) y f2(\) eran respectivamente las varianzas de
las oscilaciones de frecuencia A,

2 2V
SN APNTAPN)

es el “coeficiente de correlacion al cuadrado” entre
oscilaciones de frecuencia A componiendo Xi; y Xo;.

» Mas informacion en fio(\):

4 [ Im(fi2(N))
tan”” {Re(fi(x))}

mide el desfase en radianes entre oscilaciones de
frecuencia A componiendo Xi; y Xo;.



Ejemplo: petréleo e indice de precios Coherencia y fase de petréleo e IPC (I)

Petréleo e IPC

Petréleo e IPC

s
S
o datos <- ts.union (dIPC,
8 Crudo)
8 o | datos <- window (datos,
- start=c(1979,1),
. end=c (2002,1)) b=}
sp <- spectrum(datos, F
5 main="Petréleo e IPC", —
spans=rep(3,5))
e
- £
) 2
L, S
g 5 3|
o | 3
3
9
g
o &4
g ] 3
s ° o 7|
2 ~ —
o | T T T T T T T
h ‘ ‘ ‘ ‘ : 0 1 2 3 4 5 6
1980 1985 1990 1995 2000
) frequency
Time bandwidth = 0.067
' s . sqs v . .
Coherencia y fase de petréleo e IPC (ll) Ventajas analisis espectral multivariante

Series: x —— Squared Coherency

S : 2] ; |
prot(seeplon fypertphasel z 5] WW > Esencialmente cualquier analisis en el dominio del tiempo
5 2 ‘ ‘ ‘ : ‘ 7 puede trasladarse al dominio de la frecuencia:
L S componentes principales, analisis factorial, correlacion
freauency canénica. . .
Series: x — Phase spectrum » Resultados muy ricos y descriptivos: jun andlisis por cada
o 4 banda de frecuencia!

frequency



Inconvenientes analisis espectral multivariante

vVvyyvyy

Estimacion de la coherencia es MUY delicada.
Habitualmente no coincide el suavizado deseable para los
espectros y para la densidad espectral cruzada.

Intervalos de confianza muy amplios. . .
...salvo que se tengan series descomunalmente largas.
La fase es particularmente dificil de estimar.

Por todo ello: instrumento mas para las Ciencias de la
Naturaleza que para las Ciencias Sociales.
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